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Wyznaczanie obszaru krytycznego przy testowaniu
niezaleznosci w tablicach wielodzielczych

Tablice wielodzielcze sa podstawowym i czesto stosowanym narzedziem
do badania zwigzku mi¢dzy cechami. Tablicg, ktoéra powstaje w wyniku podzia-
lu danych wedlug dwoch cech nazywamy dwudzielcza, trzech cech —
trojdzielcza, ..., n cech — n-dzielcza. Przy testowaniu niezaleznosci cech najbar-
dziej popularng statystyka testowa dla tablic dwudzielczych jest statystyka y>
Pearsona, ktora ma takze swoje rozszerzenia dla tablic trojdzielczych i wyzszych.

W przypadku tablic 2x2 i tablic wxk (w, k >2) istnieja jednak ogranicze-
nia co do stosowania statystyki »° Pearsona, ktora ma asymptotyczny rozktad
chi-kwadrat z (w—1)(k—1) stopniami swobody. Takze w przypadku tablic
trojdzielczych wxk x p, jezeli liczba realizacji w komodrkach jest mata,
rozktad statystyki testowej znaczaco odbiega od rozktadu chi-kwadrat
z wkp— (w+k+ p)+2 stopniami swobody. W celu zniesienia tych ograniczef
w artykule proponuje wyznaczanie warto$ci krytycznych za pomocg symulacji
komputerowych metoda Monte Carlo. Takze Lilliefors w tescie Kolmogorowa
dla rozktadu normalnego wyznaczyl wartosci krytyczne drogg symulacyjna, gdy
parametry rozktadu byty oszacowane z proby.

Celem artykutu jest dostarczenie czytelnikowi gotowej implementacji kompu-
terowej napisanej w edytorze VBA (Visual Basic for Applications) arkusza kal-
kulacyjnego Excel, do badania niezaleznosci dwdch i trzech cech w formie pliku
zamieszczonego w Internecie.



STATYSTYKA y* PEARSONA DLA TABLICY DWUDZIELCZEJ

Tablica dwudzielcza 2% 2

Najprostsza postacia tablicy dwudzielczej jest tablica 2x2, ktora sklada sie
z 4 liczebnosci rozktadu tacznego cech X i1 Y oznaczonych literami a, b, ¢, d
(tabl. 1). Woéwczas ogoélna liczba obserwacji n=a +b+c +d.

TABL. 1. TABLICA DWUDZIELCZA 2x2

Cecha Y
Cecha X Razem
Y Y2
X[ ..................................... a b a+b
D, ISR c d c+d
Razem .....ccccoovvvvvvevennnn. a+c b+d n

Zr 6 dto: opracowanie whasne.

Przyjmujac oznaczenia zawarte w tej tablicy statystyka y* Pearsona ma postac:

5 n(ad — bc)?

X2 = (a+b)c+d)a+c)b+d) 1

Liczebno$¢ oczekiwana dla tej tablicy wynosi odpowiednio:

(a+b)a+c) (a+b)(b+d) (a+c)c+d)
e = €y = €3 =
n n n 2)
_(b+d)(c+d) (

n

4

Wzér (1) mozna stosowaé, gdy n>40 oraz ¢ >5 dla kazdego i=1,...,4
(Cochran, 1952). Jezeli natomiast ¢, <5 dla pewnego i =1,...,4, to sugeruje si¢
stosowanie poprawki Yatesa danej wzorem (Cochran, 1952):

, _ n(ad —bc|-0,5n)>
" a+b)c+d)a+c)b+d)

3)

Poprawka Yatesa na cigglto§¢ ma na celu zapewnienie mozliwosci przyjmo-
wania przez statystyke testowa wszystkich wartosci rzeczywistych zgodnie
z istotg rozktadu chi-kwadrat. Nalezy jednak wspomnie¢, ze poprawka Yatesa
nie jest jedynym narzedziem stosowanym przez statystykow. Inne typy rozwig-
zan w tym zakresie podali m.in. Yates i Campbell i s3 one nastepujace, jezeli:
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1) e;< 5 dla pewnego i =1,...,4, to nalezy stosowac test Fishera-Yatesa (Yates,
1934). Cochran jednak zauwazyl, Zze warunek e, <5 moze w przysztosci wy-
maga¢ modyfikacji;

2)5>e¢; 21 dla pewnego i =1,...,4, to zdaniem Campbella (Campbell, 2007) dla
tablic 2 x 2 nalezy stosowac test 'n—1' chi-kwadrat w postaci (Pearson, 1947):

n—1_ (n—1)(ad — bc)? 4
n (a+b)c+rd)a+o)b+d) )

2 _ y2
1 X500 = X35

3)e <1 dla pewnego i=1,...,4, to nalezy stosowac¢ test Fishera-Yatesa (Camp-
bell, 2007).

Gdy hipoteza zerowa H, o niezalezno$ci cech X i Y jest stuszna, statystyka

X2, ma asymptotyczny rozktad chi-kwadrat z jednym stopniem swobody i jest

miarg rozbiezno$ci migdzy rozkladem zaobserwowanym i hipotetycznym.
Wykr. 1 przedstawia rozktad chi-kwadrat z jednym stopniem swobody oraz em-

piryczng funkcje gestosci rozkladu statystyki y? uzyskang za pomoca metody

Parzena dla tablicy 2 x2 i liczebnosci proby n, gdy H jest stuszna. Doktadny

opis tej metody znajduje si¢ w innym opracowaniu piéra autora tegoz artykutu

(Sulewski, 2013). Liczebnos¢ proby dobrano w taki sposob, aby pokazaé:

e brak zgodnosci rozktadu statystyki y? z rozktadem chi-kwadrat dla tablicy
2x2 (n=50);

e zgodno$¢ rozktadu statystyki y? z rozkladem chi-kwadrat dla tablicy 2 x 2
(n=500).

Tablica dwudzielcza wigksza niz 2x 2

Tablica 2 przedstawia tablice dwudzielcza wx k, ktora sklada si¢ z w-k
liczebnosei n; (i =1,..., w; j =1,..., k) rozktadu tacznego cech Xi Y.

TABL. 2. TABLICA DWUDZIELCZA w x k

Cecha Y
Cecha X' Razem
)4 )4 Y
XL e ni np Nk ni.
X e 725} nyn Nk no.
X oo My A2 . Nk Tye
Razem ......cccoovvvveviiiiiieeeee, n. N . N n

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.
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Wykr. 1. ZGODNOSC ROZKEADU STATYSTYKI y? PEARSONA Z ROZKEADEM
CHI-KWADRAT DLA TABLICY 2x2

2x2, n=50
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estymator statystyki y?

Z 1 6 dto: opracowanie whasne.
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Wartos¢ n jest suma wszystkich liczebnosci tablicy dwudzielczej:

w k wk
n=3e =Y 33, )

Jj=1 i=1 j=1

Statystyka y* Pearsona do badania niezaleznosci cech X, ¥ w tablicy dwu-
dzielczej wxk ma posta¢ (Pearson, 1900):
vk (ny ,ei,)2
X =22 (©)
=1

i €ij

j=1
gdzie:

n; — liczebno$¢ zaobserwowana w i-tym wierszu i j-tej kolumnie,

e; — liczebno$¢ oczekiwana i-tego wiersza i j-tej kolumny dana wzorem:

_ N

e + (=12, w, j=1,2,.., k) (7)

W przedstawionym tescie niezaleznosci liczebnos$¢ proby musi by¢ duza, aby
w kazdej komorce tablicy znalazta si¢ mozliwie duza liczba obserwacji. Zdaniem
m.in. Yatesa, Moore'a, McCabe'a (Yates i in., 1999) oraz Shiera (Shier, 2004) wzor
(6) nalezy stosowac, gdy e; =1 dla kazdego i=1,..., w; j=1,..., k oraz gdy nie
wigcej niz 20% liczebnosci oczekiwanej e; jest mniejsze niz 5. Zdaniem Cochrana
(Cochran, 1952) statystyke y%, dla tablic wickszych niz 2 x2 mozna stosowaé,
gdy liczebnos¢ oczekiwana e; >5 dlapewnego i=1,..., w; j=1,..., k.

Gdy hipoteza zerowa H, o niezalezno$ci cech X, Y jest stuszna, statystyka 3%y
ma asymptotyczny rozklad chi-kwadrat z df; = (w—1)(k—1) stopniami swobody
i jest miarg rozbieznosci migdzy rozkltadem zaobserwowanym i hipotetycznym.
Wykr. 2 przedstawia rozktad chi-kwadrat z df;, stopniami swobody oraz empirycz-
ng funkcje gestosci rozkladu statystyki y? uzyskang za pomocg metody Parzena

dla tablicy 4x4 i liczebnosci proby n, gdy H, jest shuszna. Dokladny opis tej

metody znajduje si¢ w opracowaniu Sulewskiego (2013). Liczebno$¢ préby w tym

przypadku jest wigksza niz dla tablicy 2x2, gdyz tym razem dysponujemy wigk-

sz liczba komorek. Liczebnos¢ proby dobrano w taki sposob, aby pokazac:

e brak zgodnosci rozkladu statystyki y? z rozktadem chi-kwadrat dla tablicy
4x4 (n=160);

e zgodnos$¢ rozkladu statystyki y? z rozkladem chi-kwadrat dla tablicy 4 x4
(n=1000).
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Wykr. 2. ZGODNOSC ROZKEADU STATYSTYKI 2 PEARSONA Z ROZKEADEM

CHI-KWADRAT DLA TABLICY 4x4

4x4, n=160

0,14 -
0,12 y

0,10 —

0,08 —
e Y2

chi-kwadrat
0,06 —

0,04 —

funkcja gestosci estymatora

0,024

0,00 ! I I I
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estymator statystyki 2

4x4, n=1000

0,12 —
0,10 —

0,08

e Y2

0.06 - chi-kwadrat

0,04

funkcja gestosci estymatora

0,02

0,00 | | | = T
5 10 15 20 25

estymator statystyki y?

Zrédto:jak w wykr. 1.
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GENEROWANIE ZAWARTOSCI TABLIC DWUDZIELCZYCH
METODA SLUPKOWA

W celu generowania zawartosci tablicy dwudzielczej wxk, gdy miedzy
cechami X, Y nie ma zwiazku, przedziat (0;1) podziclono na w-k pod-

przedziatbw o szeroko$ciach rownych wartosci prawdopodobienstwa
piy=1/(w-k)i=1,2,..,w; j=1,2,.., k), ktore spetniaja warunek normalizacji:

Ypi=1 ®)

i=1 j=1

Kazda z n wygenerowanych liczb losowych o rozktadzie rownomiernym
w przedziale (0;1) ,,wpada” do jednego z w-k podprzedziatéw i tym samym
liczba obiektéw w odpowiadajacej temu podprzedzialowi komorce tablicy zosta-
je zwigkszona o jedng. Wielkosci n; spetniajgce rownos¢:

k
dony=n ©

1 j=1

w
i=

sg liczebnos$cig obiektow w poszczegdlnych komoérkach tablicy.
Na schemacie (1) przedstawiono wypetnianie komorek tablicy 2x2 dla li-
czebnosci proby n =200, a tabl. 3 przedstawia odpowiadajgca temu schematowi

tablice 2 x2.

SCHEMAT (1) WYPELNIANIA KOMOREK TABLICY 2x2

n=200 liczb losowych rownomiernych

I P11 | P12 | P21 | P22 |

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

ny =56 n,=57 ny =47 n,=40

Z 16 dto: jak przy wykr. 1.
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TABL. 3. TABLICA DWUDZIELCZA 2x2
WYGENEROWANA ZA POMOCA METODY SLUPKOWEJ

Cecha Y
Cecha X Razem
Y Y>
56 57 113
47 40 87
103 97 200

Zrodt o: jak przy tabl. 1.

WYZNACZANIE WARTOSCI KRYTYCZNYCH
DLA TABLIC DWUDZIELCZYCH

Woezesniej przedstawiono warunki, jakie muszg by¢ speinione, aby mozna
byto w testach niezaleznosci dla tablic dwudzielczych stosowa¢ statystyke opi-
sang wzorami (1), (3), (4) 1 (6). W dobie coraz to szybszych komputeréw mozna
za pomocg stosownego oprogramowania znie$¢ te ograniczenia i za pomoca
symulacji wyznaczy¢ wartosci krytyczne. Wyznaczono je tu odwotujac si¢ do
oszacowan kwantyli, ktorymi sa warto$ci stosownej statystyki pozycyjnej
(David, 1970). W celu ustalenia wartosci krytycznych metoda Monte Carlo dla
danej tablicy dwudzielczej oraz liczebnosci proby, wyznaczono R =10° warto-
éci statystyki testowej (6) i za warto$é krytyczng przyjeto [(1— )R] statystyke
pozycyjna, gdzie a jest poziomem istotnoéci oraz [] oznacza cze$¢ catkowity

liczby rzeczywistej. Tak duza liczba powtérzen w obliczeniach statystyki testo-
wej zapewnia uzyskanie doktadnego wyniku. Przy wyznaczaniu wartosci kry-
tycznych, gdy miedzy cechami nie ma zwigzku, zawartos¢ tablic dwudzielczych
generowano za pomocg metody stupkowej. Generowanie zawartosci tych tablic
innymi metodami, przy zalozeniu ze migdzy cechami nie ma zwigzku, nie miato
wplywu na uzyskane wielkosci wartosci krytycznych.

Przyklad 1

Na podstawie danych przedstawionych w tablicach dwudzielczych 2x2
(tabl. 4) i 3x3 (tabl. 5), zbadano na poziomie istotnosci 0,05 istnienie zwigzku

migdzy cechami X i Y korzystajac ze statystyki y? Pearsona.

TABL. 4. TABLICA DWUDZIELCZA 2x2
Z ROZKLADEM LACZNYM CECH Xi Y

Dieta
Waga niestoso- | Razem
stosowana wana
Bez zmian..........ccceeveee. 1 9 10
Utrata wagi . 17 23 40
Razem ....cccooevvenecncnne 18 32 50

Zrodto: jak przy tabl. 1.
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TABL. 5. TABLICA DWUDZIELCZA 3x3 Z ROZKLADEM LACZNYM CECH Xi Y

Uczelnie wyzsze
Pochodzenie spoteczne akademia Razem
uniwersytet politechnika
medyczna
ChopSKi€ ...ovvveeeeeieeiieeeieee e 18 7 2 27
RObONICZE ....coviiiiiiiciciciicice 12 7 17 36
Inteligencki€ .......cccveveeenieenieireene 22 33 32 87
Razem ... 52 47 51 150

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

ZESTAWIENIE (1) PROCEDUR I FUNKCJI WYKORZYSTANYCH DO PRZEPROWADZENIA
TESTU NIEZALEZNOSCI DLA TABLICY DWUDZIELCZEJ

Wyszczegdlnienie Typ Realizowane zadania
TESI2D et procedura | realizacja testu niezalezno$ci dla tablicy
dwudzielczej
funkcja ustalanie liczby kategorii cech X, ¥
funkcja pobranie liczebnosci tablicy dwudzielczej
funkcja wyznaczanie liczebno$ci oczekiwanej
funkcja obliczanie sum brzegowych w wierszach
funkcja obliczanie sum brzegowych w kolumnach
funkcja generowanie zawartosci tablicy dwudziel-
czej
KWantyle2 .......ccoevveininiiinienccsecseeeeeeen funkcja wyznaczanie wartosci krytycznej
SOTEU e funkcja sortowanie
ChiKW2 oo funkcja obliczanie wartodci statystyki

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

Implementacj¢ komputerows testu niezaleznosci y? Pearsona dla tablicy

dwudzielczej utworzong w edytorze VBA arkusza kalkulacyjnego Excel przed-
stawiono w pliku ,,TestyChi”, ktory umieszczono w Internecie pod adresem
http://www.utogim.eu/testychi.xIsm. Skladajg si¢ na nig procedury i funkcje
przedstawione w zestawieniu 1. Po utworzeniu tablicy dwudzielczej w arkuszu
»tablica2D” (tabl. 4) (poczawszy od komorki B2) wprowadzono warto$¢ pozio-
mu istotnos$ci testu = 0,05 w arkuszu ,,wyniki” oraz uruchomiono procedure
»lest2D”. Efektem koncowym dziatania procedury jest tablica umieszczona
w arkuszu ,,wyniki” ukazujgca wyniki dziatania testu niezalezno$ci cech X1 Y
(tabl. 6).

TABL. 6. WYNIKI DZIALANIA TESTU NIEZALEZNOSCI CECH X i Y
NA PODSTAWIE DANYCH Z TABL. 4

Nie ma zwigzku

Hipoteza zerowa micdzy cechami

Poziom istotnosci ..o 0,05
Wartos¢ krytyczna ........c.......... 3,848
Wartos¢ statystyki .......ccceceeee 3,668

Uwaga. Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej.
Czas dziatania algorytmu 12 sekund.
Z 16 dto: jak przy tabl. 1.
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W uwadze (tabl. 6) podany jest czas dzialania algorytmu, na ktory glowny
wplyw ma sortowanie 10° wartosci statystyki testowej (6).

Powtarzajgc te czynnos$ci dla tablicy dwudzielczej 3x3 (tabl. 5) otrzymano
tablice pokazujgca wyniki dziatania testu niezaleznosci cech Xi Y (tabl. 7).

TABL. 7. WYNIKI DZIALANIA TESTU NIEZALEZNOSCI CECH X i Y
NA PODSTAWIE DANYCH Z TABL. 5

Nie ma zwigzku

Hipoteza zerowa . .
p migdzy cechami

Poziom istotnosci .................... 0,05
Wartos¢ krytyczna ... 9,432
Warto$¢ statystyki .......c.c.c...... 20,951

Uwaga. Sg podstawy do odrzucenia hipotezy zerowej. Czas
dziatania algorytmu 25 sekund.
Zr 6 dto:jak przy tabl. 1.

STATYSTYKA y* PEARSONA DLA TABLICY TROJDZIELCZEJ

Tablice, ktora gromadzi wynik podzialu préby wedtug trzech cech X, Y, Z
nazywamy tablicg tréjdzielczg. Mozna sobie jag wyobrazi¢ jako kostke z ,,w”
wierszami, ,,&” kolumnami i ,p” plaszczyznami. Tablice trojdzielcza mozna
takze zilustrowac rozktadajac ptaszczyzny p obok siebie (tabl. 8 1 9).

Tablica trojdzielcza utatwia odczytywanie zaleznos$ci miedzy cechami ilo-
sciowymi i jako$ciowymi. Najprostsza jej postacia jest tablica 2x2x2 (tabl. 8),
ktora sktada si¢ z 8 liczebnosci ny; (i, j, t =1,2) rozktadu tacznego cech X, Y, Z.

TABL. 8. TABLICA TROJDZIELCZA 2x2x2

Cecha Z
Z Z
Cecha X Razem
cecha Y
Y Y2 Y )¢

D, ST nin nioy nin N2 ni.
Xz .............................................. a1t N1 n212 N2 e
Razem .....ccccooovvveviiiciiiciiecn, Ny Ny N2 N n

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

Tabl. 9 przedstawia tablicg trojdzielcza wxk x p, ktora sktada si¢ z w-k-p

liczebnosci
XY, Z

10
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TABL. 9. TABLICA TROJDZIELCZA wxkxp

Cecha Z
Z I Z
Cecha X Razem
cecha YV
Yi Y2 Yi ) Y2 Yk
D, (R TURTRR nin nioy Nk np Ny, Nikp Nie
)(2 ............................... na11 Nooy okl l’lz],, I’lzzp nzkp ..
D, SRR Nyl Nyl ... Nkl Hyip Nyop ... Nk Mo
Razem ......cccoeevveeennnn. /8T Nt Aol nap nap Nuip n

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

Wartos¢ n jest sumg wszystkich liczebnosci tablicy trojdzielczej, czyli:

w k p w k w p k p w k p
n= Zl:”z = Z;n, = Zl:”--t =D D e =D D Mier =) D e => D > i (10)
i= Jj= 1=

i=1 j=1 i=1 t=1 j=lt=1 i=1 j=1=1

W analizie niezaleznosci trzech cech mozna bada¢ m.in. niezaleznos$¢ pelna,
czyli czy cechy sa parami niezalezne. Statystyka y? Pearsona do badania petnej
niezaleznos$ci cech X, Y, Z w tablicy trojdzielcze] wx k x p ma postaé:

(11)

gdzie:

n;; — liczebno$¢ zaobserwowana w i-tym wierszu, j-tej kolumnie, t-tej ptasz-
czyznie;
e;, — liczebnos¢ oczekiwana i-tego wiersza, j-tej kolumny, t-tej plaszczyzny

dana wzorem:

n[o- * n-jo ° no-[

n2

(12)

Cijt =

11
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Gdy hipoteza zerowa H, o niezalezno$ci cech X, Y, Z jest sluszna, statystyka
x#, ma asymptotyczny rozklad chi-kwadrat z dfy = wkp—(w+k+ p)+2 stop-
niami swobody i jest miarg rozbiezno$ci migdzy rozktadem zaobserwowanym

i hipotetycznym. Wykr. 2 przedstawia rozklad chi-kwadrat z df> stopniami

2

swobody oraz empiryczng funkcje gestosci rozktadu statystyki y* uzyskana za

pomoca metody Parzena dla tablicy 2x2x2 1 liczebnosci proby n. Dokladny

opis tej metody znajduje si¢ w (Sulewski, 2013). Liczebno$¢ proby zalezy

oczywiscie od liczby komorek tablicy 1 dobrano ja w taki sposob, aby poka-

zac:

e brak zgodno$ci rozktadu statystyki y? z rozkladem chi-kwadrat dla tablicy
2x2x2 (n=2380);

e zgodno$¢ rozkladu statystyki y
2x2x2 (n=1000).

2z rozkladem chi-kwadrat dla tablicy

GENEROWANIE ZAWARTOSCI TABLIC TROJDZIELCZYCH
METODA SEUPKOWA

W celu generowania zawarto$ci tablicy wxk x p, gdy miedzy cechami X,
Y, Z nie ma zwiazku, przedziat (0;1) podzielono na w-k-p podprze-
dzialdow o  szerokosciach  réwnych  wartosci  prawdopodobienstwa
pi=U(wk-p)i=12,.,w; j=12,.,k t=12,.., p), ktore spemiaja
warunek normalizacji:

w

k
22> =1 (13)

i=1 j=11=1

Kazda z n wygenerowanych liczb losowych o rozktadzie réwnomiernym
w przedziale (0;1) ,,wpada” do jednego z w-k - p podprzedziatéw i tym samym
liczba obiektéw w odpowiadajacej temu podprzedzialowi komorce tablicy zosta-
je zwigkszona o jedng. Wielkosci ny, spetniajace rownosc¢:

w k p
DD i =n (14)

i=1 j=11=1

sg liczebnoscig obiektow w poszczegolnych komorkach tablicy.
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SCHEMAT (2) WYPEENIANIA KOMOREK TABLICY 2x2x2

n=200 liczb losowych réwnomiernych

P | P12 | P21 | P122 | P211 | pa12 | P21 | P2

I I
I I I I I I I I I
0,000 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0.875 1,000

ny1=23 n112=29 n121=28 n12=25 ny11=16 np1,=26 n1=29 nyy=24

Z 16 dto: jak przy wykr. 1.

Schemat (2) przedstawia wypelianie komorek tablicy 2x2x2 dla liczebno-
$ci proby n =200, a tabl. 10 przedstawia odpowiadajaca temu schematowi ta-

blice 2x2x2.

TABL. 10. TABLICA TROJDZIELCZA 2%x2x2 WYGENEROWANA
ZA POMOCA METODY SLUPKOWEJ

Cecha Z
Z Z>
Cecha X Razem
cecha YV
Y Y2 )4l )¢

D (TSSO OP RPN 23 28 29 25 105
D GRS 16 29 26 24 95
Razem ....ccccoovvvvvieiiiicie 39 57 55 49 200

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

WYZNACZANIE WARTOSCI KRYTYCZNYCH
DLA TABLIC TROJDZIELCZYCH

Z wykr. 3 wynika, ze jezeli proba nie jest dostatecznie duza, statystyka (11)
nie ma rozktadu chi-kwadrat z df, stopniami swobody. Podobnie jak to miato
miejsce w tablicach dwudzielczych mozna zrezygnowac z rozkladu asympto-
tycznego i za pomocg symulacji wyznaczy¢ wartosci krytyczne.

13
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Wykr. 3. ZGODNOSC ROZKEADU STATYSTYKI 42 PEARSONA Z ROZKEADEM
CHI-KWADRAT DLA TABLICY 2x2x2

2x2x2, n=80

0,25

0,20

0,15

chi-kwadrat

0,10 |

funkcja ggstosci estymatora

0,05

0,00 \ \ \ \ — \ — T T

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
estymator statystyki y?2

2x2x2, n=1000

s
—_
N

|

s
—
[\

|

0,10 4 —— chi-kwadrat

0,08

funkcja gestosci estymatora

0,06

0,04

0,02

20

0,00 T T T T T T T T T

estymator statystyki y?2

Z 16 dto: jak przy wykr. 1.
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Wartosci te wyznaczono odwotujac si¢ do oszacowan kwantyli, ktorymi sa
warto$ci stosownej statystyki pozycyjnej (David, 1970). W celu ustalenia warto-
Sci krytycznych metoda Monte Carlo dla danej tablicy trojdzielczej oraz liczeb-

no$ci proby wyznaczono R =10° wartosci statystyki testowej (11) i za warto$¢
krytyczng przyjeto [(1—a)R] statystyke pozycyjna, gdzie a jest poziomem

istotnosci oraz [.] jest czescig calkowitg liczby. Przy wyznaczaniu wartosci

krytycznych, gdy migdzy cechami nie ma zwiazku, tablice trojdzielcze genero-
wano za pomocg metody slupkowe;j.

Przyklad 2

Na podstawie danych przedstawionych w tablicach tréjdzielczych 2x2x2

(tabl. 11) i 4x3x2 (tabl. 12) zbadano na poziomie istotnosci 0,01 niezaleznos¢

cech X, Y, Z korzystajgc ze statystyki y> Pearsona.

TABL. 11. TABLICA TROJDZIELCZA 2%x2x2 Z ROZKLADEM LACZNYM CECH X, Y, Z

Miasta Wies
Ple¢ grupy wiekowe mieszkancow Razem
0—18 19—65 0—I18 19—65
ME@ZCZYZNI ..vveveeveeceiieenenes 3 15 11 33 62
Kobiety ....ccccoeveoireiniinicienene 10 16 2 10 38
Razem ......cccooevevinciniininnn 13 31 13 43 100
Zrodto: jak przy tabl. 1.
TABL. 12. TABLICA TROJDZIELCZA 4x3x2 Z ROZKLADEM LACZNYM CECH X, Y, Z
Mezczyzni Kobiety
Grupy krwi Wzrost w cm Razem
160—170 | 171—180 | 181—190 | 160—170 | 171—I180 | 181—190
A e 3 5 6 2 5 7 28
B o 3 6 7 4 2 3 25
AB oo 4 6 1 9 6 5 31
0 e 0 2 4 1 2 7 16
Razem ......ccocoevviiiiiis 10 19 18 16 15 22 100
Z 16 dto: jak przy tabl. 1.
15
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ZESTAWIENIE (2) PROCEDUR I FUNKCJI WYKORZYSTANYCH DO PRZEPROWADZENIA
TESTU NIEZALEZNOSCI DLA TABLICY TROJDZIELCZEJ

Wyszczegolnienie Typ Realizowane zadanie

TESI3D ot procedura | realizacja testu niezalezno$ci dla tablicy
trojdzielczej

ROZMIAI3 ..o funkcja ustalanie liczby kategorii cech X, Y, Z

GINJE vttt funkcja pobranie liczebnosci tablicy trojdzielczej

EXPNIE oo funkcja wyznaczanie liczebno$ci oczekiwanej

X 3 e funkcja obliczanie sum brzegowych w wierszach

SY 3 e funkcja obliczanie sum brzegowych w kolumnach

SZ3 e funkcja obliczanie sum brzegowych w plaszczy-
znach

GenTab3 ..o funkcja generowanie zawartosci tablicy trojdziel-
czej

KWantyle3 ..o funkcja wyznaczanie wartosci krytycznej

SOTTU ettt funkcja sortowanie

ChiKW3 oo funkcja obliczanie wartodci statystyki

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

Implementacje komputerowg testu niezalezno$ci x> Pearsona dla tablicy

trojdzielczej utworzong w edytorze VBA arkusza kalkulacyjnego Excel przed-
stawiono w pliku ,,TestyChi”, ktéory mozna znalez¢ w Internecie pod adresem
http://www.utogim.eu/testychi.xlsm. Sktadaja si¢ na nig procedury i funkcje
przedstawione w zestawieniu 2. Po utworzeniu tablicy trojdzielczej w arkuszu
»tablica3D” (Tabl. 9) (poczawszy od komorki B2) wprowadzono wartos¢ po-
ziomu istotnos$ci testu o = 0,01 w arkuszu ,,wyniki” oraz uruchomiono procedu-
re ,,Test3D”. Efektem koncowym dziatania procedury jest tablica umieszczona

w arkuszu ,,wyniki” ukazujgca wyniki dziatania testu niezaleznosci cech X, Y, Z
(tabl. 13).

TABL. 13. WYNIKI DZIALANIA TESTU NIEZALEZNOSCI CECH X, Y, Z
NA PODSTAWIE DANYCH Z TABL. 11

Hipoteza zerowa Nie ma zwnqzkg migdzy
cechami

Poziom istotnosci .................... 0,01

Wartos$¢ krytyczna ... 13,217

Warto$¢ statystyki .......c..c.c...... 18,971

Uwaga. Sg podstawy do odrzucenia hipotezy zerowej. Czas
dziatania algorytmu 20 sekund.
Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

W uwadze (tabl. 13) podany jest czas dzialania algorytmu, na ktory glowny
wplyw ma sortowanie 10° wartosci statystyki testowej (11).

16
Wiadomosci Statystyczne nr 3/2015



Powtarzajac czynnosci dla tablicy trojdzielczej 4x3x2 (tabl. 12) otrzymano
tablice ukazujaca wyniki dzialania testu niezaleznosci cech X, Y, Z (tabl. 14).

TABL. 14. WYNIKI DZIALANIA TESTU NIEZALEZNOSCI CECH X, Y, Z
NA PODSTAWIE DANYCH Z TABL. 12

Hipoteza zerowa Nie ma ZWIaqu migdzy
cechami

Poziom istotnosci ... 0,05

Warto$¢ krytyczna .. . 32,984

Wartos¢ statystyki .......ccecenee 22,959

Uwaga. Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej.
Czas dziatania algorytmu 36 sekund.
Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

Podsumowanie

Wraz z rozwojem nauki pojawiaja si¢ w statystyce coraz to nowsze mozliwo-
$ci badania niezalezno$ci cech. Mimo to najwazniejsza w tym kontekscie jest

nadal zaproponowana przez Pearsona w 1900 r. statystyka y2, tym bardziej ze

ma ona swoje rozszerzenia takze dla tablic trojdzielczych i wyzszych. W przy-
padku tablic dwudzielczych wxk istniejg jednak ograniczenia co do stosowal-

nosci statystyki y2, ktéra ma asymptotyczny rozktad chi-kwadrat (w—1)(k —1)
stopniami swobody. Takze dla tablic tr6jdzielczych wxk x p, jezeli liczba reali-
zacji w komorkach jest mata, rozklad statystyki testowej znaczgco odbiega od
rozkladu chi-kwadrat z wkp—(w+k+ p)+2 stopniami swobody. W obecnej

dobie szybkiego rozwoju mozna znie$¢ te ograniczenia wyznaczajac wartosci
krytyczne dzigki symulacjom komputerowym generujagcym zawarto$¢ tablic
wielodzielczych.

Lektura przedstawionej teorii dotyczacej tablic wielodzielczych oraz analiza
zamieszczonych przyktadow pozwoli wnikliwemu czytelnikowi przeprowadzi¢
testy niezalezno$ci z wykorzystaniem statystyki x> Pearsona przy dowolnej

liczebnosci obiektow w poszczegolnych komorkach tablicy wielodzielcze;.

dr Piotr Sulewski — Akademia Pomorska w Stupsku
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SUMMARY

In the study of the independence of characteristics in the multi-feature tables

1* Pearson’s statistics are the most popular. For multi-feature arrays, there are

certain limitations as to the applicability of the ;(2 Pearson’s statistics, but in

an era of rapidly developing computer setting can be abolished with the critical
value of computer simulation to generate the contents of multi-feature tables.
The aim of the study is to provide the reader with a ready computer implementa-
tion, written in VBA editor (Visual Basic for Applications). Reading the present-
ed theory for multi-feature tables and analysis of the examples allow the reader

to carry out independent tests using y° Pearson's statistics at any number of
objects in each multi-feature table cells.

PE3IOME

B o6credosanuu nezasucumocmu npusHaKo8 8 MHO2OPA30eaUmMenIbHbIX Mao-
UYAX CamMblM NonynapHbM Aenaemca cmamucmuka ;- Hupcona. Jlna muozo-
PpazoerumenbHuIX mabauy cyuecmeyiom onpedeneHtvle 0epanuienus 6 ooiacmu
603MOCHOCMENl UChONb306aHUA cmamucmuku x° TTupcona, Ho 60 epems 6bl-
CMpo pazeueaIowe2ocsi KOMRbIOMEPHO20 000PYO0GAHUSL MOJNICHO UX OMMEHUNb
onpeoensisi KpUmuieckue 3HAYeHust ¢ NOMOubI0 KOMNbIOMEPHO20 MOOEIUPOBa-
HUsL 2eHepupysi cooepicanie MHo2opaszderumenvuvlx madauy. Llenvio cmamuu
AGNLEMCST NPeOOCMABIeHUEe 20MOBOL KOMNLIOMEPHOU UMNIEMEHMAYUU HAnu-
cannoli 8 npoepamme VBA (Visual Basic for Applications). IIpeocmasnennas
meopusi KAcarowasacs MHO20pA30eUMenbHbIX mabauy U aHaiu3 npumepos
NO360AM NPOGECMU THECHIbL HE3ABUCUMOCU C UCNOTb30BAHUEM CIMAMUCTIUKY
X’ ITupcona ons 1106020 uucia 06veKmos 6 OmoenbHbIX MeCmax MHO20paA30e-
JUMENbHOU MabdIuYbl.
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